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James Clerk Maxwell (1831-1879)

O Espirito Cientifico e Investigativo

“O estudante que usa equipamentos caseiros, que
sempre dd errado, muitas vezes aprende mais do
que quem usa mstrumentos cuidadosamente ajus-
tados, nos quais ele pode confiar e que nao ousa
desmontar.”

O Papel da Humildade

Epistemologica

“A ignorancia completamente consciente € o
preludio de todo avanco real na ciéncia.”

J. C. Maxwell ainda jovem.
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O Espectro Eletromagnético e Aplicacoes
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Fluxograma do Aprendizado em Eletromagnetismo
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As Equacoes de Maxwell: Formas Integral e Diferencial

Formulacao Macroscopica Fundamental

Lei Fisica

Forma Integral

Forma Diferencial

Faraday
Ampere-Maxwell

Gauss Elétrica

Gauss Magnética
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As Equacoes Diferenciais de Maxwell

Lei de Faraday-Lenz (Inducgao eletromagnética):

, OB
< B ot (1)

Lei de Ampeére-Maxwell (Fontes de circuitacdo magnética):

. . 9D

Lei de Gauss para o Campo Elétrico (Fontes de fluxo elétrico):

—

Lei de Gauss para o Campo Magnético (Inexisténcia de
monopolo):

V- -B=0 (4)
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Conservacao de Carga e Corrente de Deslocamento

Toman_’do a_’divergéncia do rotacional na Lei de Ampere estatica
(Vx H=J):
V- (VxH)=0 = V-J=0

o que viola a Equacao da Continuidade para campos variaveis no
tempo:

- 810”_
VT (5)

A Solugao Teorica de Maxwell (1861)
Substituindo a Lei de Gauss (p, = V - D):

—

. _ 9D
V-J+%(V-D):V-<J+a—> =0

O termo J; = %—? representa a Corrente de Deslocamento,

viabilizando a propagacao de ondas eletromagnéticas.
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Relacoes Constitutivas da Matéria

As equagoes de Maxwell relacionam quatro campos fundamentais
(E,D, B, H) e a densidade de corrente J. Para fechar o sistema,
incorporam-se as respostas macroscopicas dos meios:

Meios Lineares, Isotropicos e Homogéneos (LIH)

D =¢cE =eyc, E (6)
B = pH = pop,H (7)
J=0E (Lei de Ohm microscopica) (8)

Nota fisica: Os parametros constitutivos €, 4 e ¢ podem variar com o
espaco (meios nao homogéneos), com a diregao (anisotropia), com a
frequéncia (dispersao) e com a amplitude do campo (nao-linearidade).
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O Rotacional de um Campo em Coordenadas

lares

Retangu-

D~

O operador rotacional (Vx) em coordenadas cartesianas
formalmente expresso pelo determinante simbdlico:

0z ox

L. /9 8 0 dy Gy G
VXA— (%,a_y,%) X (AvayaAZ)_ Zx Zy :ZZ
T Y z
0A, 0A,\ . (0A, 0A.\ . [0A, 0A,\ .
_ — a; + — Ay -+ B — 8y a,

oy 0z

Esta operacao projeta a circuitacao infinitesimal por unidade de area sobre

os planos de coordenadas yz, xz e xy.
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As Equacoes de Maxwell em Coordenadas Retangulares

Aplicando o rotacional as Leis de Faraday e Ampere-Maxwell, obtemos o
sistema de 6 equagoes diferenciais acopladas fundamentais:

Lei de Faraday Lei de Ampere-Maxwell
0 0% oy Mo O g+ % (o)
% B 8;;7;6 _ _Mﬁgf (9¢) 8(;? B 8;1; _ +€8£z (10c)
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Condicoes de Contorno em Interfaces Materiais

Condicdes de Contorno Eletromagnéticas em Interfaces Materiais

Meio 1 (&1, 1, 01)

Componentes Tangenciais

Componentes Normais

- (D1 — Da) = ps <= Dip — D2, = ps
'ﬁ,-(él—ég)zo <— B, = B2y,
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Condigoes de Contorno com Condutores Perfeitos (PEC)

No interior de um Condutor Elétrico Perfeito (PEC), a
condutividade infinita (0 — oo) anula todos os campos dinamicos

internos: Ez ~0e Hg —0.

Regras de Fronteira na Superficie de um PEC (Meio 1 /

PEC)

Campo Elétrico: Campo Magnético:
» Fy; = 0 (tangencial nulo) » H,; = Js (tangencial induz
corrente)

» D1, = ps (normal induz
carga) » Bi, =0 (normal nulo)

Aplicagao Pratica: O campo elétrico é sempre puramente normal a
superficie condutora ideal, enquanto o campo magnético é estritamente
tangencial.
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O Que é uma Equacao de Onda?

Uma equacao diferencial parcial de onda classica no espacgo-tempo
satisfaz a relacao hiperbodlica homogénea:

Sk S . ) (11)

onde 1(z,t) representa a perturbacao de campo, e v é a velocidade de
propagacao de fase da onda.

Forma Multidimensional Tridimensional

1 0%y

2
onde V2 = axz —|— 2 + 822 é o operador Laplaciano escalar.
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Deducao da Equacao de Onda Eletromagnética: Passo 1

Partimos da Lei de Faraday no dominio do tempo:

. 0B
E=-——
V X Y

Tomando o rotacional de ambos os lados da equacao:

. B
Vx(VxE):—Vx%—t (13)

Aplicando a identidade vetorial classica do duplo rotacional:

Identidade Vetorial Fundamental

—. —. —

Vx(VxA)=V(V-A) VA (14)

, , dB
V(V-E)—V2E:—VXE
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Deducao da Equacao de Onda Eletromagnética: Passo 2

Como as derivadas espaciais e temporais sao continuas e
independentes, os operadores lineares comutam:

L) .

Utilizando a relacao constitutiva B = ,uﬁ e substituindo a Lei de
Ampere-Maxwell (V x H = J + edl).

, , o (- OFE
V(V-E)—V%E = o (J + e§> (16)
q oJ O2E

B e
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Deducao da Equacao de Onda: Forma Homogénea

Em um meio dielétrico ideal, sem cargas livres (p, = 0) e sem

correntes de conducao (J = 0)

V.D Py =0 = V.E=0

Substituindo V- E =0e J = 0, obtemos a célebre:

Equacao de Onda Eletromagnética Homogeéenea para E

V2E — pe—= =0 (18)

Por perfeita dualidade, aplicando o rotacional na Lei de
Ampere-Maxwell:

Equacao de Onda Eletromagnética Homogéenea para H

L 02 H

V2H — e = 0 (19)
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A Velocidade da Onda e a Natureza da Luz

Comparando a equacao obtida com a EDP geral de onda

(V2¢ v2 8t2 _ O)

! — L ¢ (20)
—_— = £ vV = =
0z VEE  \/HrEr

Constantes Fundamentais no Vacuo

g0 ~ 8,854 x 10~ "* F/m, o = 47 x 1077 H/m
1

~ 2,99792 x 10° m/s ~ 300.000 km/s (21)
Ho€0

CcC =

Sintese Historica: Maxwell demonstrou que a luz é uma onda
eletromagnética de altissima frequéncia.
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Equacoes Escalares de Onda para o Campo Elétrico

Em coordenadas retangulares, o Laplaciano vetorial decompoe-se no
Laplaciano de cada componente escalar:

V2A = V?A,a, + V3A,a, + V2Aa, (22)

Substituindo na equagao vetorial (18), obtemos trés equagoes
desacopladas para E:

Equagoes de Onda Escalares (E,, E,, E.)

O0’E
’F, — L= 2
V°E, — ue 52 0 (23a)
O’FE
V2E, — pe (%Qy =0 (23b)
O’E
2 z
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Equacoes Escalares de Onda para o Campo Magnético

De forma inteiramente analoga para o campo magnético H em meio
sem cargas e sem correntes livres:

Equacoes de Onda Escalares (H,, H,, H,)

O0°H
2 o
V“H, — pe 52 0 (24a)
O°H
2
ViH, —pe— 5" =0 (24b)
O’ H
2 z

Cada uma das 6 componentes cartesianas oscila e se propaga de modo
independente no espaco tridimensional.
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Expansao Tridimensional Completa das Equacoes de
Onda

92 92 .
oy2 + 5.2

2
Expandindo explicitamente o operador Laplaciano V2 = 88:c2 +

0°E, O0°E, O0%E, 0?’E,

922 + 012 + 5.2 MEW =0 (25a)
a;gw - a;;x - 8;? — ue% =0 (25d)
a;;y + 8;? + a;gy — pe 8;?’ =0 (25¢)
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O Que Sao Ondas Planas?

Definicoes Fundamentais:

» E uma onda cujas grandezas fisicas
dependem de uma tinica coordenada
espacial, além do tempo.

» As superficies de fase constante (frentes rrr
de onda) formam planos paralelos ,

infinitos perpendiculares a direcao de
propagacao.

Frentes de onda planares.

» Onda Plana Uniforme: Amplitude e
fase sao uniformes em qualquer plano
transversal perpendicular ao movimento.
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Propriedades das Ondas Planas (Modos TEM)

» Monocromatica: Frequéncia e
comprimento de onda constantes.

» Modo TEM (Transverso
Eletromagnético): E e H sao
ortogonais entre si e rigorosamente P
perpendiculares a direcao de

propagacao. » (prop)
» Auséncia de componentes Y

longitudinais no sentido de

propagagéo: Triedro (E, H, P) ortogonal.

E.=0 e H,=0
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Geometria Canonica: Propagacao ao Longo do Eixo z

Adotando por convencao didatica que a onda se propaga ao longo do
eixo z, com campo elétrico polarizado na direcao do eixo x:

E(z,t) = Ey(2z, )i, = E, =0, E,=0

Como a frente de onda é uniforme em z e y, todas as derivadas
transversais se anulam:

0 0
%%O, a—y—>0

Pela Lei de Faraday, o campo magnético associado possui componente
exclusivamente no eixo y:

—

H(z,t)=Hy(z2,t)a, = H, =0, H,=0
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Equacoes de Maxwell e de Onda Reduzidas

Equacoes de Onda 1D (2% Ordem)

Desacoplando as equagoes ao lado:

Maxwell Reduzidas (1# Ordem)

Do sistema rotacional original restam

apenas duas equacoes acopladas: 0%E, OE, 0 97
OB, OH, 02 Mo T 270)
= —u (26&) 2 2
0z ot 0 Hy —,usa Hy —0 (27b)
_OH, _ _OE, (26D) 022 o
0z ot

Prof. Marcelo Eduardo Vieira Segatto (DEE/UFES) Eletromagnetismo — MOD-MAX 25 / 41



Solucao (eral de d’Alembert no Dominio do Tempo

A solugao analitica geral das equagdes de onda unidimensionais (27a)
e (27b) é a classica solugao de d’Alembert:

E.(z,t) = f(z — vt) + g(z + vt) (28)

onde f e g sao funcoes com perfis de onda arbitrarios determinados
pelas condicoes iniciais e de contorno:

Interpretacao Cinematica do Movimento Ondulatorio

» f(z —vt): Onda progressiva deslocando-se no sentido +z;

» g(z + vt): Onda regressiva deslocando-se no sentido —z.
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Campos Harmonicos no Tempo e Regime Fasorial

Para excitacao senoidal pura em frequéncia angular w, representamos
as grandezas no dominio fasorial com a convencao e’“*:

en(2,t) = R [Ex(z)ejm} (29)

As derivadas no tempo convertem-se em multiplicacoes algébricas:

Substituindo na equacao de onda temporal, obtemos a:

Equacao de Helmholtz Homogeénea Unidimensional
d%F,
022

—72E, =0 (30)
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Parametros Intrinsecos de Onda: Meios Sem Perdas

Para um meio dielétrico ideal sem condutividade (o = 0):

Constante de Propagagao Imaginaria Pura (v = j3)

7V = —wie = y=a+jf=jp (31)

onde a atenuacao é nula (o« = 0) e a constante de fase é:

w 27
= — = —_— — 2
f=—=w/pe=~ (32)

Impedancia Intrinseca do Meio (n)

n= \/E (], No vacuo: ng = ? ~ 1207 =~ 3772 (33)
€ 0
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Solucao Fasorial das Ondas Planas Sem Perdas

A solucao analitica da Equacao de Helmholtz unidimensional é:

Ex(Z) = 016_72 + Dlevz == Cle_jﬁz + D1€+j52 (34)
Substituindo E,(z) na Lei de Faraday fasorial (88%’ = —jwuH,):
H,(z) = p [C1e™7P% — DyetiP?] (35)

C1 e D; sao amplitudes complexas. O sinal negativo no termo D; assegura
a propagacao de poténcia fisica no sentido —z.
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Reconstrucao Temporal: Onda Progressiva em +z

Considerando propagagao na diregao +z (D1 = 0, com amplitude
Cp = A1e?):

Represent agaes Temp OI‘ al e Estrutura Tridimensional da Onda Plana Uniforme (Modo TEM)

= Eixo de Propagacao (z)
e Campo Elétrico E(z, t) (Eixo x)

.
FaS Or ]. a;l m— Campo Magnético H(z, t) (Eixo y)
Frente de Onda Plana

(Plano de Fase-Constante)

Vetores Fasoriais:

_mo de Onda A = %

Eixo x (E)

Campos Instantaneos no Tempo:

E=A cos(wt — Bz + ¢)ay C
— A an;eo( -15
g=2t cos(wt — Bz + ¢)ay

n
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Ondas em Meios com Perdas: Dominio do Tempo

Em meios materiais condutores (o > 0), a inclusao da corrente de

conducao (j = O'E) na Lei de Ampeére introduz perdas por Efeito
Joule:

= 9°E OE -
o OB O&
V°E — ue Sz MO = 0 (36)

Para onda plana unidimensional ao longo de z com polarizacao em zx:

Equacao Telegrafista da Onda com Dissipacao

0% E, 0*E, OF,
o2 Mmoo =0 (37)

OFE,
ot

O termo de primeira ordem —puo
da onda.

causa atenuacao espacial progressiva
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Ondas em Meios com Perdas: Regime Fasorial

Convertendo a equagao diferencial para o dominio fasorial (% — Jw):
O*E, : .
5,2 +w?ueE, — jupock, =0 (38)
O’ E, :
o~ Lo + jwe)]Be =0 (39)
Equacao de Helmholtz Geral com Perdas
0*E, :
el vE, =0 (40)
com a Constante de Propagacao Complexa:
v =a+j8 =/ jwulo + jwe) (41)
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Expressoes Analiticas Exatas de a, § e n

Separando as partes real e imaginaria da raiz de v, deduzem-se as
férmulas canonicas:

Constante de Atenuagao («) e de Fase (53)

a:w\/ﬁ{%_ 1—|—(wi€)2—1_}E [Np/m] (42)
B:w\/ﬁ{%_ 1+(Wi€)2+1-}§ [rad/m] (43)

_ AW it g 0<6, <= 44
n \/Uﬂ.wg Inle €], <On <5 (44)
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Forma Temporal da Onda Amortecida

Considerando onda progressiva +2z no meio dissipativo (O = A;e’?):

Solucao Fasorial Atenuada

E = Cie e 9P%q, (45)
H = & e~ e IPzg (46)
[nle % ’
Solucao Instantanea no Dominio do Tempo

E(z,t) = A1e™ %% cos(wt — Bz + ¢)ig (47)

, A
H(z,t) = |—1’e—az cos(wt — Bz + ¢ — 0,y (48)

n

Propriedades: O fator e”“* dissipa a energia ao longo do trajeto, e H
atrasa de 6, em relacao a F.
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Regimes Limitrofes: Condutores vs. Dielétricos

Aproximagoes Analiticas para Altas e Baixas Perdas (Slide 32)

Bons Condutores Bons Dielétricos

Critério: (Z)>1 Critério: (Z) <1
O{%/B% M:\/']‘(‘fﬂ(j Oé%g ﬁ
2 2V e
W 2
o=/ 4 RS W/ 1
U V o ™/ prwype ( i 8w252)

Profundidade Pelicular:

2
wpo \/Wf/w

5= 1~
_Oé
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Profundidade Pelicular (Efeito Skin)

103 -

101 4

10-1 4

10—3 4

1075 4

Profundidade pelicular [mm]

1077 A

10—9 4

1071 T T T T T T T
1071 1078 107> 1072 10! 104 107 1010
Condutividade do Meio [S/m]

d = 1/a é a distancia percorrida na qual o campo cai para 1/e =~ 36,8% de
seu valor superficial.
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Distribuicao de Corrente e Efeito Skin
Confinamento de Corrente em Condutores em Alta Frequéncia

Implicacoes Tecnolbgicas

—

» Em DC, a corrente J
reme distribui-se uniformemente por

em Meio Condutor 4o Espacial da Corrente em Alta Frequéncia

h toda a secao condutora.

Efeito Pelicular (Skin Effect]

» Em RF e micro-ondas, as
correntes confinam-se na
camada externa de espessura

J.

» Consequéncia: a resisténcia
efetiva Ra.. cresce com +/f,
aumentando a atenuacao de
linhas e guias metalicos.
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Teorema de Poynting: Conservacao da Energia

Aplicando a identidade V- (E x H) = H - (Vx E)— E - (V x H) as
Leis de Maxwell:

Balanco Energético Diferencial

E + 0 (15E2 42 ,uH2> (49)

V- (ExH)=J

ot 2

Vetor de Poynting e Densidade de Potencia Média

L . 1 (~ -
S=ExH W/m’, Snea=5R {E x H} (50)
Para onda progressiva plana em meio com perdas:

- Eyl|?
Sined = |2|—0n||e_2o‘z cos(0y)a. [W/m”] (51)
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Estados de Polarizacao de Ondas Planas

Classificacao pelo Locus de E

» Linear: Eixos em fase (A¢ =0
ou 7). A ponta do vetor E
oscila em linha reta.

i e oo » Circular: Amplitudes iguais

. . : ; (Foz = Eoy) e quadratura de
= / : Q . Q . O fase (A¢ = +90°):

» RHCP: Sentido horario
(destra)

» LHCP: Sentido
anti-horario (levégira)

» Eliptica: Caso mais geral
(amplitudes ou fases quaisquer).
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Sintese das Competéencias do Mddulo 2

Conceitos Fundamentais Consolidados

» Equacoes de Maxwell: Formulacoes integral e
diferencial, conservacao de carga e corrente de
deslocamento;

» Equacao de Onda: Deducao analitica formal e
velocidade de propagacao ¢ = 1/,/[10€0;

» Ondas Planas TEM: Carater transverso, impedancia
intrinseca (1) e comprimento de onda (\);

» Meios com Perdas: Constante complexa v = a + 50,
perdas Joule e efeito skin (9);

» Poténcia e Polarizacgdo: Vetor de Poynting (S) e estados
de polarizacao (linear, circular e eliptica).
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Préximos Passos: Mdédulo 3
Reflexao e Refracao de Ondas Eletromagnéticas

O Que Ocorre Quando a Onda Atinge uma Interface
Material?

» Incidéncia Normal: Coeficientes de reflexao (I') e
transmissao (7);

» Casamento de Impedancias: Relacoes entre
impedancias de onda intrinsecas dos dois meios (71, 12);

» Incidéncia Obliqua: Polarizacoes TE (senoidal) e TM
(paralela), Leis de Snell-Descartes;

» Fenomenos Especiais: Angulo de Brewster (polarizacao
total) e reflexao interna total (ondas evanescentes);

» Meios Estratificados: Camadas finas e revestimentos
multicamadas antirreflexo.
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